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Ïðåäñòàâëåíî Ïðîãðàììíûì êîìèòåòîì

êîí�åðåíöèè ½Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ�

Ââ å ä å í è å

Â [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ ïîëåé ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ îáùåé

òåîðèè âû÷èñëèìûõ ìîäåëåé. Çäåñü ðàçâèâàåòñÿ òåîðèÿ ïðèìèòèâíî ðå-

êóðñèâíûõ ïîëåé ïîñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ êîïèé

ïîëåé, à òàêæå èõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé êàòåãîðè÷íîñòè. Ïîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî â îòëè÷èå îò îáùåé âû÷èñëèìîñòè êëàññ ïîëåé íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìè-

òèâíî ðåêóðñèâíî óíèâåðñàëüíûì.

Â ñåðèè ðàáîò [2�7℄ ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè ââåäåíû òåñíî ñâÿçàííûå

ìåæäó ñîáîé ïîíÿòèÿ è ïîäõîäû ê ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèâíîñòè àëãåáðà-

è÷åñêèõ ñòðóêòóð. Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå

ïîíÿòèå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé ñòðóêòóðû. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïðèíèìàåì

ñëåäóþùåå

∗)
�àáîòà ïåðâîãî èç àâòîðîâ âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî

íàó÷íîãî �îíäà, ïðîåêò � 18-11-00028, è Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ

êàê �åäåðàëüíûé ïðî�åññîð â îáëàñòè ìàòåìàòèêè, ïðîåêò � 1.451.2016/1.4.
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ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ïîëå F ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûì, åñëè

óíèâåðñóì F � ýòî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîå ïîäìíîæåñòâî â ω, è êàæäàÿ

îïåðàöèÿ â ïîëå (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå è äåëåíèå) ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíà.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå ïîëå ëèáî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, ëèáî ñîäåðæèò

áåñêîíå÷íîå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîå ïîäïîëå. Â ñèëó [3℄ êàæäîå áåñêîíå÷íîå

ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîå ïîëå èçîìîð�íî ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîìó ïîä-

ïîëþ ñ óíèâåðñóìîì ω, ò. å. èìååò âïîëíå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ êîïèþ

[6, 7℄.

Â [6℄ èññëåäîâàíû âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ

êîïèé ñòðóêòóð è ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé êàòåãîðè÷íîñòè â ðàçëè÷íûõ

åñòåñòâåííûõ êëàññàõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ñòðóêòóð. Íèæå áóäåò

ïðîâåä¼í ïîõîæèé àíàëèç äëÿ êëàññà ïîëåé.

� 1. Ñóùåñòâîâàíèå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ êîïèé

âû÷èñëèìûõ ïîëåé

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçâåñòíî òî÷íîé õàðàêòåðèçàöèè ñ÷¼òíûõ ïî-

ëåé, èìåþùèõ âû÷èñëèìûå êîïèè. Íåò âîîáùå îñíîâàíèé ïðåäïîëàãàòü,

÷òî îíà ñóùåñòâóåò. Ïîäîáíûå îïèñàíèÿ èìåþòñÿ òîëüêî â ñïåöèàëüíûõ

ïîäêëàññàõ. Íàïðèìåð, ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äà¼ò ïîëíîå îïèñàíèå àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ïîëåé, èìåþùèõ âû÷èñëèìóþ êîïèþ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 [8℄. Àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèå F ïðîñòîãî ïîëÿ P,

ñîâïàäàþùåãî ñ Q èëè Fp, èìååò âû÷è
ëèìóþ êîïèþ òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà ìíîæåñòâî

IF = {p ∈ P[x] : p íåïðèâîäèì â P[x] & (∃a ∈ F)[p(a) = 0]}

(âñåõ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, èìåþùèõ êîðíè â F) âû÷èñëèìî ïåðå-

÷èñëèìî.

Àäàïòèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî ê ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè, ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñëåäóþùåå îïèñàíèå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíî ïðåäñòàâèìûõ àëãåáðà-

è÷åñêèõ ïîëåé.



134 È.Ø.Êàëèìóëëèí, �.Ìèëëåð

ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Âû÷èñëèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå F ïðîñòîãî

ïîëÿ P, ðàâíîãî Q èëè Fp, èìååò ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ êîïèþ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî

IF = {p ∈ P[x] : p íåïðèâîäèìî â P[x] & (∃a ∈ F)[p(a) = 0]}

ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé èíúåêòèâíîé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé

�óíêöèè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â. ï. íàäìíîæåñòâî îáëàñòè çíà÷åíèé èíúåêòèâíîé

ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé �óíêöèè ñàìî ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé èíú-

åêòèâíîé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé �óíêöèè. Ïîýòîìó â ñëó÷àå õàðàêòåðè-

ñòèêè 0 êàæäîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî IF ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì,

ïîñêîëüêó íàä Q ìíîãî÷ëåíû x+ a, a ∈ Q, âñåãäà ïðèíàäëåæàò IF.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Êàæäîå âû÷èñëèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå

Q èìååò ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíóþ êîïèþ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà,

íå ÿâëÿþùèåñÿ îáëàñòÿìè çíà÷åíèé èíúåêòèâíûõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-

íûõ �óíêöèé. Íàïðèìåð, ãðà�èê âû÷èñëèìîé ïåðåñòàíîâêè f : N → N ÿâ-

ëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷åíèé èíúåêòèâíîé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé �óíêöèè

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = pq−1
äëÿ íåêîòîðûõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-

íûõ ïåðåñòàíîâîê p è q, à â ñèëó [9℄ ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ïåðåñòàíîâêè,

íå èìåþùèå âèä pq−1
. Ìû ìîæåì òðàíñëèðîâàòü òàêèå áåñêîíå÷íûå âû÷èñ-

ëèìî ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà â ìíîæåñòâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

íàä êîíå÷íûì ïðîñòûì ïîëåì.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò âû÷èñëè-

ìîå àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Fp, íå èìåþùåå ïðèìèòèâíî ðåêóð-

ñèâíîé êîïèè.

Èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû áóäóò ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëèâû, åñëè

ìû çàìåíèì àëãåáðàè÷åñêèå ïîëÿ ïîëÿìè êîíå÷íîé ñòåïåíè òðàíñöåíäåíò-

íîñòè. Êðîìå òîãî, ýòî æå áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ âû÷èñëèìîãî ïîëÿ,

èìåþùåãî âû÷èñëèìûé áàçèñ òðàíñöåíäåíòíîñòè. Îáùèé âîïðîñ îñòà¼òñÿ

îòêðûòûì.
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ÂÎÏ�ÎÑ. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíîå âû÷èñëèìîå ïîëå õàðàêòåðèñòè-

êè 0. Ñóùåñòâóåò ëè ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîå ïîëå G ∼= F?

� 2. Êàòåãîðè÷îñòü ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ïîëåé

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè ïðèìèòèâíî ðå-

êóðñèâíûõ êîïèé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ïîëåé. Ñëåäóþùåå îïðåäåëå-

íèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé àäàïòàöèåé ïîíÿòèÿ âû÷èñëèìî êàòåãîðè÷íîé

ñòðóêòóðû.

ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2 [8℄. Ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíàÿ ñòðóêòóðà F ÿâëÿ-

åòñÿ âïîëíå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíî êàòåãîðè÷íîé, åñëè îíà ëèáî êîíå÷íà,

ëèáî å¼ óíèâåðñóìîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ω, ïðè÷¼ì äëÿ âñåõ ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíûõ êîïèé G ∼= F è H ∼= F íà óíèâåðñóìå ω ñóùåñòâóþò èçîìîð-

�èçìû f : G → H, òàêèå ÷òî �óíêöèè f è f−1
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíû.

Â [8℄ äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ñòðóêòóðû, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ âïîëíå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíî êàòåãîðè÷íûìè. Íèæå ìû ïîêàæåì,

÷òî äëÿ êëàññà ïîëåé ýòî íåâåðíî. Ïîýòîìó êëàññ ïîëåé íå ÿâëÿåòñÿ ½ïðè-

ìèòèâíî ðåêóðñèâíî óíèâåðñàëüíûì� â ñìûñëå âîçìîæíîñòè êîäèðîâàíèÿ

ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû â íåêîòîðîå ïîëå ñ ñîõðàíåíèåì ïðèìèòèâíî ðå-

êóðñèâíûõ ñâîéñòâ.

ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Áåñêîíå÷íîå ïîëå íå ìîæåò áûòü âïîëíå ïðèìè-

òèâíî ðåêóðñèâíî êàòåãîðè÷íûì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïðèâåä¼ì òîëüêî íàáðîñîê. Ïóñòü çàäàíî áåñ-

êîíå÷íîå ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîå ïîëå F ñ óíèâåðñóìîì ω. Èìåþòñÿ òðè

ñëó÷àÿ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî óêàçàòü ïîäõîäÿùèå áàçîâûå ñòðàòåãèè.

Ñë ó ÷ à é 1. Ïîëå F ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì ñâîåãî

ïðîñòîãî ïîäïîëÿ.

Ïî òåîðåìå 1 ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ IF ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíà÷å-

íèé èíúåêòèâíîé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé �óíêöèè h. Èñïîëüçóÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåå ïåðå÷èñëåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà, ïîñòðîèì äâå êîïèè G è H íà

óíèâåðñóìå ω, óäîâëåòâîðÿÿ äëÿ êàæäîãî i òðåáîâàíèå íà i-þ ïðèìèòèâíî
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ðåêóðñèâíóþ �óíêöèþ fi î òîì, ÷òî fi : G 6→ H, ò. å.

fi íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì èç G íà H.

�àññìîòðèì êîíå÷íûå ÷àñòè ïîëåé G è H, îïðåäåë¼ííûå ðàíåå â ïðî-

öåññå ïîñòðîåíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíèòü fi : G 6→ H, äîáàâëÿåì

íîâûé ýëåìåíò z â G, êîòîðûé áóäåò èìåòü òðàíñöåíäåíòíîå ïîâåäåíèå äî

òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âû÷èñëåíî çíà÷åíèå fi(z). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè

ýòîì â H äîáàâëÿþòñÿ òîëüêî êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ïåðå-

÷èñëåíèè IF çàäàííîãî h. Êîãäà âû÷èñëåíèå fi(z) çàâåðøèòñÿ, ìû áóäåì

çíàòü íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí p ∈ IF, òàêîé ÷òî p(fi(z)) = 0. Äîñòàòî÷íî

èñïîëüçîâàòü h, ÷òîáû íàéòè íîâûé (íå èñïîëüçîâàííûé ðàíåå) ìíîãî÷ëåí

q ∈ IF, q 6= p, êîðíåì êîòîðîãî ìîæíî îáúÿâèòü ýëåìåíò z ñîãëàñîâàííî

ñ îïðåäåë¼ííîé ðàíåå êîíå÷íîé ÷àñòüþ ïîëÿ G. Ïðîâåðêà ñîãëàñîâàííî-

ñòè òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ íàä ïðîñòûì ïîäïîëåì,

ïîýòîìó âàæíî îòìåòèòü çäåñü, ÷òî âñå ïðîñòûå ïîëÿ èìåþò ïðèìèòèâíî

ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ. (Ýòî ÿñíî èç èçëîæåíèÿ àëãîðèòìà

ðàçëîæåíèÿ, ïðèâåä¼ííîãî, íàïð., â [10℄.)

Ñ ë ó ÷ à é 2. Ïîëå F íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì è èìååò õàðàêòåðèñ-

òèêó 0.

Íà÷èíàÿ ñ äâóõ êîíå÷íûõ ÷àñòåé G è H ïîëåé G è H, áóäåì âûïîë-

íÿòü ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå:

åñëè fi : G → H è fj : H → G � èçîìîð�èçìû, òî fj ◦ fi 6= id.

Âûïîëíèì òðåáîâàíèå çà äâà øàãà.

(1) Âû÷èñëÿåì fj(x) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

H. Âî âðåìÿ ýòîãî âû÷èñëåíèÿ ìû êëàä¼ì â G è H òîëüêî çíà÷åíèÿ ðàöè-

îíàëüíûõ �óíêöèé (òåðìîâ ïîëÿ) îò ýëåìåíòîâ G è H ñîîòâåòñòâåííî. Òî-

ãäà ìû ìîæåì ñ ë¼ãêîñòüþ ðàñøèðèòü èìåþùèåñÿ ñîîòâåòñòâèÿ F íà íîâûå

ýëåìåíòû G è H. Õàðàêòåðèñòèêà 0 ïîçâîëÿåò íàì çàïîëíÿòü óíèâåðñóì

ω íîâûìè ýëåìåíòàìè ñêîëü óãîäíî äîëãî, íåçàâèñèìî îò ïðîäîëæèòåëü-

íîñòè âû÷èñëåíèÿ. Çàâåðøèâøååñÿ âû÷èñëåíèå äîëæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

êàæäîãî x ∈ H çíà÷åíèå fj(x) ëåæèò â ïîäïîëå ïîëÿ G, ïîðîæä¼ííîãî

ìíîæåñòâîì G.
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(2) Äîáàâèì íîâûé ýëåìåíò z â G è íà÷í¼ì âû÷èñëåíèå fi(z). Ïîêà

fi(z) âû÷èñëÿåòñÿ, äîáàâëÿåì íîâûå ýëåìåíòû â G èç çàìûêàíèÿ G ∪ {z}

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ïîëÿ è â H èç çàìûêàíèÿ H. Òîãäà fi(z) îáÿçàíî

áóäåò ëåæàòü â ïîäïîëå H, ïîðîæä¼ííîì H. Êàê è â ñëó÷àå 1 çàäåðæèâàåì

ïðè ýòîì íàçíà÷åíèå ñîîòâåòñòâèÿ íîâîãî ýëåìåíòà z â F. Ôàêòè÷åñêè G

çàïîëíÿåòñÿ �îðìàëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè �óíêöèÿìè (ïðè÷¼ì èõ ÷èñëî

êîíå÷íî) îò îäíîé ïåðåìåííîé z íàä ïîëåì, ïîðîæä¼ííûì ìíîæåñòâîì G.

Èç fj◦fi = id ñëåäóåò, ÷òî z = fj(fi(z)) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íåêîòîðî-

ãî òåðìà ïîëÿ íàä G. Òåïåðü äîñòàòî÷íî íàçíà÷èòü ñîîòâåòñòâèå z íîâîìó

ýëåìåíòó F, ïðè êîòîðîì íèêàêèå äâå ðàçíûå �îðìàëüíûå ðàöèîíàëüíûå

z-�óíêöèè èç (2) íå ïîëó÷àþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

Ñë ó ÷ à é 3. Ïîëå F íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì è èìååò ïîëîæè-

òåëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó.

Ìû ìîæåì ñ ñàìîãî íà÷àëà �èêñèðîâàòü òðàíñöåíäåíòíûé ýëåìåíò

a ∈ F, ñîîòâåòñòâóþùèé ñïåöèàëüíûì ýëåìåíòàì aG è aH â G è H. Òå-

ïåðü ìû ìîæåì ïðèñïîñîáèòü ñòðàòåãèþ èç ñëó÷àÿ 2, èñïîëüçóÿ çàìûêàíèÿ

îòíîñèòåëüíî êîíñòàíòû a. Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ òåðìîâ

(êîòîðûõ ìîæåò èìåòüñÿ ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî), ýòî ïîçâîëÿåò äîáàâ-

ëÿòü íîâûå ýëåìåíòû èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà {a, a2, a3, . . . }.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü À.Ìåëü-

íèêîâó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ïðè ïîäãîòîâêå ðàáî-

òû.
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